Método da Eliminacao de Gauss

Paulo Ricardo Lisboa de Almeida

2021

Contetdo da Aula

e Sistemas Lineares
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1 Sistema Linear

Um sistema linear é um sistema composto por m equagoes e n incognitas, formado por
equacoes lineares. O sistema pode ser escrito na forma:

a11271 + a12x2 + - - + apTy = by

a9171 + a2 + -+ - + A2,y = by

Am1T1 + Am2Z2 + - + AmpTy = by,

Onde:

a;;: coeficientes 1 <7 <m,1<j<n
xj: varidveis j = 1,2,...,n

b;: constantes i =1,...,m

A resolucao de um sistema linear consiste em calcular os valores de z; (j =1,...,n), caso
eles existam, que satisfacam as m equacoes simultaneamente.

O sistema pode ser representado utilizando notagdo matricial, na forma Ax = b, onde:

ail a2 ... Gip
. . a1 a2 ... Qa9p
Matriz de coeficientes A =
Aml Am2 ... Qmn
X1
T2
Vetor de varidveis x =
T



Vetor constante b =
bm,
Um sistema linear pode ser classificado quanto ao nimero de solugdes em:

e Compativel: quando hé solucao

— Determinado: solugio tnica. Exemplo onde a solugdo é x1 =0 e zo = 0.5:

le1 4+ 229 =1
3x1 +4x0 =2

— Indeterminado: admite infinitas solugdes. Exemplo que admite qualquer solu-
¢do no formato 1 =1 — 2x9:

le; + 229 =1
2:1,‘1 +4l‘2 =2

e Incompativel: o sistema linear ndo admite solu¢ido. Exemplo:

1l + 19 =1
—11’1 — 11’2 =1

Quando todos os termos independentes by, bs, . .., b, sdo iguais a zero, o sistema é chamado
de homogéneo. Todo sistema homogéneo é compativel, pois admite a solucio trivial
(atribuir zero a todas as variaveis). Exemplo de solugdo 1 =0 e 22 = 0:

11 + 229 =0
3r1+4x9 =0

Resolugao de sistemas lineares

e Métodos diretos: encontram a solucdo exata apds um ntmero finito de passos.
— Exemplos: Método da Eliminagao de Gauss e Fatoracdo LU.

e« Métodos indiretos: iterativos e infinitos que encontram uma aproximacio para a
solucdo exata.

— Exemplos: Método de Gauss-Jacobi e Método de Gauss-Seidel.

TESTE VOCE MESMO

Regra de Cramer: Seja um sistema linear com nimero de equagdes igual ao niimero
de incégnitas (n x n), sendo:
e D o determinante da matriz A

e Dy1,D,.0,..., Dy, os determinantes das matrizes obtidas trocando em A, res-
pectivamente, a coluna dos coeficientes x; pela coluna dos termos independentes.



O sistema serd compativel e terd solugdo tnica se, e somente se, D # 0. Neste caso,

, . ~ D D D
a lnica solucao é dada por x1 = 5,22 = %, ..., Ty = —pH*.
Exemplo:
1 +x2+x3=1

201 — 9o+ 23=0
T1+2x9 —23=0

Solucao:

1 1 1
D=2 -1 1|=7

1 2 -1

1 1 1
D=0 -1 1|=-1

0o 2 -1

11 1
Dp=112 0 1|=3

1 0 —1

1 1 1
D,;s=12 -1 0|=5

1 2 0

-1 3 5
Tl = —,X9 = —,T3 = —
1 75 2 77 3 7

No exemplo, cada determinante envolveu 12 multiplicagoes. Logo foram necessarias
48 multiplicagoes.

Para n incégnitas, é necessario o calculo de n + 1 determinantes de ordem n. Se, por
exemplo, n = 20, o nimero total de multiplicacoes serd de 21 x 20! x 19, e um niimero
semelhante de adigoes. Um computador que executa 10 bilhdes de multiplicacoes
por segundo levaria aproximadamente 3100 anos para realizar o calculo. Precisamos
de métodos mais eficientes que a Regra de Cramer!

2 Meétodo da Eliminacdo de Gauss

O método da Eliminacdo de Gauss é direto. O objetivo é transformar o sistema linear
original em um sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior.
Teorema

Seja Ax = b um sistema linear com n equagoes. Aplicando sobre o sistema as seguintes
operacoes elementares:

i) Trocar duas equagdes.
i1) Multiplicar uma equagao por uma constante.
i17) Adicionar um multiplo de uma equacgao a outra equacao.



Obtemos um novo sistema Az = E, tal que Ax =be Az = b sdo equivalentes.

Supondo que det(A) # 0. Utilizamos o teorema para transformar a matriz em uma matriz
triangularizar superior. Uma matriz m x n triangular superior tem a forma:

a1 a2 ai3 ... Qin

0 as2 a3 ... Qa9p
M=10 0 as3 ... asp
0 0 0 Amn

Notacgoes:

. aij(k) denota o coeficiente da linha ¢, coluna j no final da k-ésima etapa.

o L; representa o vetor linha formado pelos elementos da linha ¢ da matriz A

Exemplo 1:

3r1+ 220 +4x3 =1
Tl 4+ x2 + 223 =2
4x1 + 3x9 — 223 = 3

Temos:
3 2 4 1
AOPp© =1 1 2 |2
4 3 -2 |3

Onde (A|b) é chamada de matriz aumentada.

Etapa 1

O elemento a1; deve ser diferente de zero. Caso nao seja, utilizar a operacao elementar (7).
No exemplo esse elemento ja é diferente de zero.

Utilizando a operacao elementar (iii), eliminar 21 das equagdes i = 2, ...,n, subtraindo da
equacao i a primeira equacao multiplicada por m;;, onde:

O elemento a11(?) é denominado pivd nesta etapa.
No exemplo:
Pivo: an(o) =3

(0)
— @21 —
mo1 = au(o) = 1/3

(0)
— @31 —
m31 = al O 4/3

Lo <= Lo —ma1lq

L3 < L3 —m31Lq



Temos entao (itens em azul ji estdo no formato que desejamos):

32 4 1
AOPpD = o 1/3 2/3  |5/3
0 1/3 —22/3 |5/3
Etapa 2

O elemento ageM) deve ser diferente de zero. Caso néio seja, utilizar a operacio elementar
(i) sem alterar a posi¢ao da linha 1.

O elemento a22(1) é agora o pivo.
(1)

G2 .
Mig = ﬁ,z—?),...,n
a22
Eliminar xo das equacbes i = 3,...,n, subtraindo da equacgdo ¢ a segunda equacao

multiplicada por my;s:
No exemplo:
Pivo: azn =1/3

ago (L)

L3 < L3 —mg32Lo

ms3g =

Logo:

Seguimos com um raciocinio anélogo até a etapa (n —1). O sistema linear A1z = p(n—1)

¢é triangular superior e equivale ao sistema original.

Feito isso, basta resolver A Yz = p("=1) para se obter a solucao.

Como para o sistema do exemplo n = 3, ja obtivemos uma matriz triangular superior na
segunda etapa.
3x1 + 220 +4x3 =1
+1/3x9 +2/323 =5/3
—8.%3 =0

A solucdo para os sistema é o vetor:

Exemplo 2:

Resolva o seguinte sistema linear:
3x1 4+ 220 + 1lxg — 14 =5
Ox1 + 1z 4+ 0z3 + 324 =6
Ox1 —3x0 — b3+ Ty =7
Ox1 + 229 + 43 + 024 = 15



Solugao:

Matriz aumentada.

3 2 1 —-1|5
(0)5(0) _ 0 1 0 3|6
AT 0 -3 -5 7|7
0 2 4 0115
Etapa 1.
Os elementos a9, a3 € aq1 ja sdo iguais a zero.
Etapa 2.
L3 — L3 + 3Ls
L4 — L4 — 2L2
3 2 1 -—-1|5
@) 152 _ 01 0 316
A1b 0 0 -5 16|25
00 4 -6|3
Etapa 3.
Ly<+ Ly—+ 4/5L3
3 2 1 -—-1|5
@) (52) _ 01 0 316
A1 0 0 —5 16|25
0 0 0 6.8/23

Resolvendo a matriz triangular:

3.6176
—4.1471
5.8235
3.3824

3 Exercicios
1) Resolva os seguintes sistemas lineares através do método da Eliminac¢ao de Gauss.

1 —2x9+2x3=0
a) 201 — 290+ 23 =1
3:131 —21‘2—21‘3 =—1

5r1 4 220 + 23 = —12
b) —1x1 + 429 4+ 223 = 20
21 — 3x0 + 1023 = 3

201 + 220 +x3 + x4 =7
201 —x0+ 23— x4 =1
3r1 4+ 220 — 3x3 — 224 =4
41 + 329 + 223 + 14 = 12
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