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e Método de Gauss-Seidel

e Critérios de convergéncia para Gauss-Seidel

1 Método de Gauss-Seidel

Da mesma forma que no método de Gauss-Jacobi, isolamos o vetor z pela diagonal.

No processo iterativo, ao se calcular xj(k+1) usamos todos os valores 2, D xj_l(kH)
que ja foram calculados. Para os valores que ainda nao foram calculados na iteracdo atual,
utilizam-se os valores da iteracdo anterior xj+1(k), xR,

Note que a diferenca para o método de Gauss-Jacobi é que sempre utilizamos a versao
mais atual de z; a cada iteragao.

Funcao de iteragao:

2 (D) = Th(bl — apzo® — agzas® — . — alnmn(’“))

$2(k+1) — é(b2 _ a211‘1(k‘+1) _ a23x3(k) e — a2n$n(k))

a3 = ﬁ(bs — az1z1 Y — agomy Y — agya,® — - - G3n$n(k))

xn(k—H) = %(bn — anll‘l(k_'_l) - an2$2(k+1) - an,n—lxn—l(k+1))
Exemplo 1:

o9x1 +x2+ T3 =25
3x1+4x0+x3=206
3x1 4+ 3z + 623 =0

Considerando e < 5 x 1072 e

Solugao:



Funcéo de iteragao:

2 D) =1 — 0.225F) — 0.225%)
o) = 1.5 — 0.752, F+D) — 0.2525*)
23t = 0 — 0.5z, D — 0.5,k +1)

Iteracdo k=0

Note que os itens em azul sdo as aproximacgoes para x da iteragdo anterior, e em vermelho

5 imacoes j calculad iteraca L P 1 leular 28", j4
Sa0 as aproximacoes ja CalCuladas na 1teraga0 atual. Por exemplo, ao calcular 1132 , Ja temos

(1)

uma aproximagcao mais recente x; ° = 1 calculada, e podemos utilizd-la. No entanto, como
. ~ 1 . . 0 . ~
ainda ndo computamos :rg ), precisamos utilizar xé ) =0 como a aproximacao.

1M =1-02%0-02%x0=1
2o =15-0.75%1—0.25%0=0.75
23 =0—-05%x1—0.5%0.75 = —0.875

Entio:
1
M =1 0.75
—0.875

Erro relativo:

|z, — 2,0 =1
|l‘2(1) — :E2(0)| =0.75
lzs™) — 230 = 0.875

d,V = % =1>¢
Tteragao k =1
1 =1-0.2%0.75— 0.2 % (—0.875) = 1.025

29® =1.5—0.75 % 1.025 — 0.25 % (—0.875) = 0.95
233 =0—0.5%1.025 - 0.5%0.95 = —0.9875

Entao:
1.025
@ =1 0095
—0.9875

2 0.2
d,? = %2 =0.1951 > ¢
Continuando com as iteragdes obtemos:
1.0075
3 =1 0.9912
—0.9993
d,® = 0.0409 < ¢

Logo, T = z®)



2 Critérios de Convergéncia do Método de Gauss-Seidel

O critério das linhas é valido para Gauss-Seidel.

Além disso, temos o critério de Sassenfeld.

2.1 Critério de Sassenfeld

Sejam:
n
2 lasj|
B = ==
a1
Z Bjlaij| + Z |agj]
,Bi: | |JZ+ , parat=2,3,...,n
Q5
B = max f3;

1<j<n
Se 8 < 1, entdo Gauss-Seidel gera uma sequéncia convergente qualquer que seja ().

Exemplo 2:

x1 +0.529 — 0.123 + 0.1z4 = 0.2

0.221 + 22 — 0223 — 0.1x4 = —2.6
—0.1z1 — 0.229 + x3+ 0.224 = 1.0
0.1z7 + 0.322 + 0.223 + x4 = —2.5

= (0.5+0.140.1)/1=0.7
= (0.7%0.240.240.1)/1 = 0.44
53 = (0.7%0.1+0.44 0.2 +0.2)/1 = 0.358
By = (0.7%01 + 0.44 % 0.3 + 0.358 % 0.2)/1 = 0.2736

Logo, § = 0.7 < 1 e temos garantia que o método de Gauss-Seidel ird convergir.

Pontos importantes:

e O critério de Sassenfeld é apenas suficiente.

o Caso o critério ndo seja satisfeito, podemos utilizar as operagoes elementares na
matriz para que o critério seja satisfeito.

e Se o critério das linhas é satisfeito, o critério de Sassenfeld é automaticamente
satisfeito.

e E possivel que o critério de Sassenfeld seja satisfeito, mesmo que o critério das linhas
nao seja.



3 Exercicios

1) Verifique o critério de Sassenfeld para o seguinte sistema linear.

201+ 20+ 33 =9
—r2t+x3=1
T + +3x3 =3

2) Verifique se o critério das linhas e o critério de Sassenfeld sao satisfeitos para o sistema
a seguir. Feito isso, resolva o sistema por Gauss-Seidel com £ < 10~! ou um méximo de 7
iteragdes. Considere z(®) = [0 0 0]7.

10x1 + 229 + 623 = 28
x1 + 1022 + 923 =7
201 — Txo — 1023 = —17

3) Verifique se o critério de Sassenfeld é satisfeito para o sistema a seguir. Caso o critério
nao seja satisfeito, existe alguma permutacao das linhas que satisfaca o critério? Resolva
o sistema apenas se o critério de Sassenfeld for satisfeito para o sistema original ou para
alguma permutagdo das suas linhas/colunas. Utilize Gauss-Seidel considerando o erro
relativo como € < 1072 ou um méximo de 7 iteracdes. Escolha sua aproximacao inicial z° e
indique qual sistema equivalente vocé utilizou, caso tenha permutado alguma linha/coluna.

2x1 — 3xo + 1023 = 3
5x1 + 2x9 + x3 = —12
—1xq1 4+ 429 + 223 = 20
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