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1 Relaxamento

Lembrando do método de Gauss-Seidel, onde a func¢éo de iteracao é:

g kD) = Til(bl —aprs® — apzas® — .o — ap,x, ()

.’L’g(k+1) = é(bg — a21$1(k+1) - Cl23553(k) — = aann(k))

gy k+D) — @(bg — azg1z1 Y — agomo ) — agua, W) — o — ag, 1, (F)
xn(k+1) = i(bn - anlwl(kJrl) - CLn2~7f'2(k+1) - an,n—lxn—l(kJrl))

Podemos modificar o método de Gauss-Seidel a fim de melhorar sua convergéncia através
do método de Relaxamento. Para isso, apos calcular cada z;, um z;(,), onde o (r) indica
que é a versdo relaxada de x;, é computado como

:EZ(.?:)FI) = )\:EZ(-kH) +(1- )\)ajgfg)
onde A é um fator de peso tal que 0 < A < 2. Os valores relaxados sdo uma ponderacao
entre o novo valor calculado, e o valor anterior.

e Se A =1, o método é o mesmo de Gauss-Seidel.
e Se A < 1, é realizada uma média ponderada entre o novo valor e o valor antigo.

— Nesse caso, o método é comumente chamado de sub-relaxamento.

— Pode melhorar a convergéncia do método, ou fazer um sistema que nao estava
convergindo convergir.

e Se A > 1, um peso maior é dado para o valor mais novo.

— Nesse caso, o método é comumente chamado de sobrerrelaxamento simultineo —
Successive Qver-Relazation ou SOR.



— Assumimos que estamos “indo na direcdo correta”, e desejamos aumentar a
velocidade da convergéncia.
Exemplo 1:
Resolver o seguinte sistema utilizando sobrerrelaxamento onde A = 1.2. Considerar o erro

relativo maximo € = 0.1 e 2(0) = (8)

—3r1+ 1229 =9
10I1 - 2%2 =8
Funcao de iteragao:
8+2
oy (D) = #
(k+1) — 9+

2 12
Iteracao k =1
Calcular {L‘gl)

8+2x%x0
0 =720 g

Computando a versdo relaxada de x1:

fﬂﬁ)) =122V + (1 - 1.2);5% =12%0.8+(—0.2)%0=0.96

Calcular a:gl)

 9+3%0.96

=0.99
12

25D

Computando a versdo relaxada de xo:

e

Sy = 12287 + (1 - 1.2)af)) =125 099+ (—0.2) + 0 = 1.188

2(r)
Observe que durante os calculos, a versao relaxada mais recente é utilizada (exemplo
destacado em azul).

Temos entao:

a [ 0.96
r _<1.188>

Erro relativo:

lz1 ) — 2,0 =0.96
lzo M) — 250 = 1.188

d® =1.188
1 .
d, 1) =118 — 7 > ¢

Iteracdo k = 2

=1.
10 0376

I



o) =122 + (1 - 1.2)a[)) =1.2%1.0376 + (~0.2) 0.96 = 1.05312

= 1.0132
15 01328

Z2

w0y = 12057 + (1 - 1.2)a)) = 1.2 1.01328 + (—0.2)  1.188 = 0.978336

Entao:
2@ _ 1.05312
0.978336
Erro relativo:

|21 — 2;(D| = 0.09312
lz2® — 25| = 0.209664

d®) = 0.209664

1 . 4
d, (V) = 0209661 — (.1990884 > ¢

Iteragdo k = 3
84+ 2% 0.978336

®) = —0. 2
o o 0.995667
o) =1.2087 + (1 - 1.2)a{7)) = 12509956672 + (—0.2) * 1.05312 = 0.984177

94 3%0.984177
g) _ Do — 0.996044

Computando a versao relaxada de xo:

1'2(

w0y = 1208 4 (1 - 1.2)al)) = 1.2 0.996044 + (~0.2) * 0.978336 = 0.999586

Entao:
(3) 0.984177
€T =
0.999586
Erro relativo:

|13 — 2,3 = 0.068943
|22 — 25| = 0.021250

dV = 0.068943
1 .
d,() = 3088943 — (068972 < ¢

Logo, T = z®)

Problema do método do relaxamento: o valor de A depende do problema sendo
tratado e é comumente encontrado de maneira empirica. Existem teoremas que podem ser
usados para se selecionar A, mas eles servem apenas para sistemas especificos. No geral,
o método do relaxamento é utilizado quando um mesmo sistema precisa ser resolvido
multiplas vezes (com diferentes vetores b por exemplo), onde nesse caso pode valer a pena
gastar recursos computacionais para se definir um bom A empiricamente.



2 Comparacao entre métodos

Os métodos diretos resolvem os problemas em uma quantidade finita de passos, e sempre
convergem para a resposta quando ela existe, mas:

e Podem sofrer com problemas de representacdo numérica. Exemplo: ao se realizar
operagoes de multiplicagdo ou divisdo com valores muito préximos de zero.

— Esses problemas podem ser mitigados através de técnicas de pivoteamento. Veja
detalhes na literatura da disciplina.

o Muitos problemas podem conter matrizes esparsas (com muitos zeros). Os métodos
diretos exigem que mesmo matrizes esparsas sejam representadas em suas totalidades
nos nossos computadores.

— Muitos problemas do mundo real podem conter milhoes de equagoes.

— Ocupam muita memoria.

J& os métodos iterativos, nem sempre convergem para a resposta, mas possuem as seguintes
vantagens:

¢ Pelo fato de serem iterativos, podem sofrer menos com os problemas de representacao
numérica.

e Preservam a esparsidade das matrizes, sendo interessantes para problemas com
matrizes “grandes” e esparsas.

O método de Gauss-Seidel precisa em média da metade da quantidade de passos para se
chegar na resposta com a precisao desejada, quando comparado com Gauss-Jacobi (FILHO,
2016).

No entanto, por precisar de x;_1 na iteracdo atual antes de poder calcular z;, o método
de Gauss-Seidel nao é paralelizavel. Dessa forma, utilizar o método de Gauss-Jacobi ou
Gauss-Seidel pode depender se temos ou nao recursos computacionais para se computar
multiplos x; em paralelo.

CURIOSIDADE

Em simulagao de fluidos, os sistemas muitas vezes sao gigantescos (exemplo: ocupam
128GiB de memoéria). A resolucdo desses sistemas geralmente é feita em paralelo
utilizando-se, por exemplo, supercomputadores, com milhares de unidades de proces-
samento.

Nesses casos, técnicas comuns para se resolver os sistemas incluem o método de
Gauss-Jacobi, ou variantes do método de Gauss-Seidel que permitem paralelismo,
como Red-Black Gauss-Seidel.

Veja um video com o resultado de simulagoes:

<https://www.youtube.com/watch?v=p67-Qiad5zc>.



https://www.youtube.com/watch?v=p67-Qiad5zc

3 Exercicios

1) Resolva o seguinte sistema linear utilizando Gauss-Seidel e valor inicial 2 = [1 1 1],
Considere um erro relativo maximo € < 3 x 1073 ou um méximo de 7 iteracoes.

a) Utilizando o método original (A = 1).

b) Utilizando o sobrerrelaxamento com A = 1.25.

4x1 + 320 =24
3x1 4+ 4xo — x3 = 30
—x9 +4x3 = —24

2) Resolva o seguinte sistema linear utilizando Gauss-Seidel e valor inicial 2(®) = [0 0 0]7.
Considere um erro relativo méximo € < x10™* ou um méaximo de 10 iteracdes.

a) Utilizando o método original (A = 1).

b) Utilizando o sobrerrelaxamento com A = 1.06.

91 + 4z9 = 20
4x1 + 929 — 23 =12
—x2 4+ 923 = 51
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